
Obsah plochy mezi kružnićı a parabolou

Určete obsah plochy mezi kružnićı
x2 + y2 = 2

a parabolou
y = x2,

pomoćı dvojnásobného integrálu v pravoúhlých souřadnićıch.

1. Pr̊useč́ıky křivek

Dosad́ıme rovnici paraboly do rovnice kružnice:

x2 + (x2)2 = 2 ⇒ x2 + x4 = 2 ⇒ x4 + x2 − 2 = 0.

Substitućı u = x2 dostáváme:

u2 + u− 2 = 0 ⇒ (u− 1)(u+ 2) = 0 ⇒ u = 1.

Tedy:
x = ±1, y = x2 = 1.

Pr̊useč́ıky: (−1, 1) a (1, 1).

2. Vyjádřeńı horńı a dolńı funkce

Z rovnice kružnice:
x2 + y2 = 2 ⇒ y =

√
2− x2.

Oblast ohraničuj́ı křivky:

dole: y = x2, nahoře: y =
√
2− x2,

pro x ∈ [−1, 1]. Využijeme symetrii a poč́ıtáme pouze pro x ∈ [0, 1], výsledek pak zdvojnásob́ıme.

3. Dvojný integrál

S = 2

∫ 1

0

∫ √
2−x2

x2

dy dx = 2

∫ 1

0

(√
2− x2 − x2

)
dx.

Rozděĺıme integrál:

S = 2

(∫ 1

0

√
2− x2 dx−

∫ 1

0

x2 dx

)
.
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Výpočet prvńıho integrálu: ∫ 1

0

√
2− x2 dx.

Použijeme substituci:
x =

√
2 sin θ, dx =

√
2 cos θ dθ,

pro x = 0 je θ = 0, pro x = 1 je θ = arcsin
(

1√
2

)
= π

4
. Dále:

√
2− x2 =

√
2− 2 sin2 θ =

√
2 cos2 θ =

√
2 cos θ,

tedy: ∫ 1

0

√
2− x2 dx =

∫ π
4

0

√
2 cos θ ·

√
2 cos θ dθ = 2

∫ π
4

0

cos2 θ dθ.

Použijeme vzorec:

cos2 θ =
1 + cos 2θ

2
,

tedy:

2

∫ π
4

0

cos2 θ dθ = 2

∫ π
4

0

1 + cos 2θ

2
dθ =

∫ π
4

0

(1 + cos 2θ) dθ =

[
θ +

1

2
sin 2θ

]π
4

0

=
π

4
+

1

2
.

Výpočet druhého integrálu: ∫ 1

0

x2 dx =

[
x3

3

]1
0

=
1

3
.

4. Výsledek

S = 2

(
π

4
+

1

2
− 1

3

)
= 2

(
π

4
+

1

6

)
=

π

2
+

1

3
.

S =
π

2
+

1

3
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