Hyperbolicka rotace
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1. Bé&Zna rotace v euklidovské roviné

V klasické euklidovské geometrii ma bod soutfadnice (z,y) a délku vektoru
r? =22 + yQ.
Pokud tento vektor oto¢ime o tihel 0, ziskame novy vektor (z',y), ktery spliuje
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Tento vztah zachovava délku r? = 22 + 2 a nazyvame jej rotaci. Kiivka, na niz se bod pohybuje pii

rotaci, je kruznice:
22 + y? = r? = konst.

2. Analogicka situace v prostorocase

V prostorocase je analogem délky tzv. Minkowského interval
P e o

Chceme-li najit transformaci, ktera tento interval zachovavé, hledame linearni zobrazeni
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takoveé, ze

Nejprve rozepiseme transformadéni rovnice

ct' =kct+ 1z,

2 =met+nzx.

Nyni dosadime do invariantu

Dostaneme

(ct')? = (ket + 1x)? = k*c*t? + 2kl ctx + 122,

a obdobné



(2)? = (met + nx)? = m?ct? + 2mn ctx 4+ n’z?
Po odecteni obou vyraza vyjde
(ct)? — (2')? = (k2c2t2 + 2kl ctx + l2m2)
— (m202t2 + 2mn ctx + n2x2)

= (K> = m?)Pt? + 2(kl — mn)ctz + (1> — n?)z?

Pozadujeme, aby tato rovnice byla totozna s pivodnim intervalem

Proto musi byt stejné koeficienty u jednotlivych mocnin.
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Dale porovnédme smiSené ¢leny ctx:
2(kl —mn) =0,
odkud dostéavame
kl = mn.

Nakonec porovname &leny s 2:

2—n?=-1,
coz lze prepsat do estetic¢téjsiho tvaru

n?—12=1.
Dostavame tedy trojici podminek

k2 —m? =1, n?—12=1, kl = mn.

Teprve nyni je ziejmé, pro¢ se prirozené nabizi parametrizace pomoci hyperbolickych funkci

k = n = cosh ¢, [ =m = sinh ¢,

nebo (v zavislosti na zvolené orientaci souradnych os)

l=m = —sinhe.



V obou pripadech jsou uvedené tii podminky automaticky splnény diky identité
cosh? p — sinh? ¢ = 1.

3. Parametrizace pomoci hyperbolickych funkci

Tyto vztahy lze jednoduse splnit, zavedeme-li parametr ¢ (tzv. rapiditu) tak, ze

Dostavame tedy transformaci

k = n = cosh ¢, [ =m = sinh ¢.
cosh ¢
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Vidime, Ze misto funkci cos a sin zde vystupuji funkce cosh a sinh. Ty jsou definovany jako
2 )
A plati pro né analogické, ale ,obracena” identita:

cosh p =

cosh? p — sinh? ¢ = 1.

Z tohoto dtuvodu se mluvi o hyperbolické rotaci — zachovava totiz hyperbolu

c*t? — 2® = konst.
stejné, jako bézna rotace zachovava kruznici.
4. Geometricky vyznam
Pfedstavme si v roviné (z, ct) hyperbolu
(ct)? — 2% =1.

Kazdy bod na této hyperbole odpovida urc¢ité rychlosti, protoze plati
v
tanhp = —.
c

Lorentzova transformace s rapiditou ¢ odpovida ,otoc¢eni soustavy soufadnic kolem pocatku, ale misto
kruznice se jedna o hyperbolu. Tedy:

e klasicka rotace = zachovava vzdalenosti na kruznici,

e hyperbolickd rotace = zachovava invariantni interval v prostorocase.

5. Srovnani obou typu rotaci

Vlastnost Klasicka rotace | Hyperbolicka rotace (Lorentz)
Zachovavana velicina | z2 + 32 ct? — 2?
Matice transformace (@S 6 —sin 0) ( CO.Sh p  —sinh 4'0)
sinf  cos#@ —sinh¢  coshy
Kfivka invariantu kruznice hyperbola
Parametr thel 0 rapidita ¢
Skladani transformaci | #1412 = 61 + 6o P142 = Y1 + P2




